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При определении критических сил для систем с  степенями свободы статическим методом 

предусматривается определенная  последовательность в решении задач. 

1. Исследуемая система рассматривается в новой форме равновесия (возмущенном 

состоянии), отличной от исходной, но бесконечно к ней близкой. 

2. Для новой формы равновесия составляются n линеаризованных уравнений равновесия. 

3. Записывается условие ненулевого решения системы этих уравнений в виде равенства 

нулю определителя системы (уравнение устойчивости). 

4. Решая уравнение устойчивости, находят n значений нагрузки, наименьшее из которых 

является критическим. 

С математической точки зрения задача отыскания критических сил для системы с конечным 

числом степеней свободы представляет собой задачу о нахождении наименьшего 

собственного числа матриц, коэффициентов линеаризованной системы уравнений равновесия, 

составленных для возмущенного состояния системы. 

Каждому корню (собственному числу) уравнения  устойчивости соответствует своя 

собственная форма равновесия. Только форма равновесия, соответствующая наименьшему 

корню (критической силе), является устойчивой. Отыскание форм равновесия сводится к 

нахождению собственных векторов матрицы, коэффициентов системы уравнений  равновесия. 

1.1 Расчет системы с одной степенью свободы 

Пример 1. Абсолютно жесткий стержень (рис. 1.1, а) прикреплен к земле с помощью упругого 

шарнира жесткостью С. Найти критическое значение силы F, приложенной вдоль его оси на 

верхнем торце. 

Решение. Новая форма равновесия стержня, полученная 

путем его поворота вокруг точки О на угол  , показана на 

рис. 1.1, б.  

Для этой новой формы запишем уравнение равновесия в 

виде суммы моментов всех сил относительно точки О, 

учитывая, что в упругом шарнире возникает момент   : 

              (1.1) 

           Так ка угол φ мал, то sinφ≈φ, и тогда вместо 

нелинейного уравнения (10.1) получаем следующее 

линеаризованное уравнение: 

              (Fl-C)φ=0     (1.2) 

  

         Рис. 1.1 

 

Условием ненулевого решения уравнения (1.2) будет равенство 
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Откуда и находится критическое значение нагрузки    
 

 
. 

Пример 2. Найти критическую силу для рамы (рис. 1.2, а), у которой вертикальный стержень 

абсолютно жесткий, а жесткость горизонтального стержня конечна и равна   . 

Решение. Возмущенное состояние рамы, связанное с 

поворотом вертикального стержня вокруг точки о на угол  , 

показано на рис. 1.2, а пунктиром. Реакции в опорах О и В 

можно найти, используя таблицы методом перемещений. 

Стержень ОВ рассматривается при этом как балка, имеющая 

на левом конце заделку, а на правом – шарнирное опирание 

(рис. 1.2, б). При повороте заделки на угол   

   
  

 
 . 

 Запишем уравнение равновесия в виде 

∑     или     
  

 
      

Условие ненулевого решение относительно  : 

        

откуда  

   
  

 
 
   

  
    

где        – погонная жесткость. 
 

       

                Рис.1.2 

 

 

Пример 3. Определить критическую силу для рамы, изображенной на рис. 1.3. Продольной 

деформацией горизонтального стержня пренебречь. 
            

Решение. Положение стрежней рамы в 

возмущенном состоянии изображено на рис. 1.3 

пунктиром. Реактивный момент в опоре (как и в 

предыдущей задаче) может быть найден с 

помощью таблиц метода перемещений; он равен 

  (  )  . 

                                             

Составляя уравнение равновесия в виде ∑  =0, 

имеем  

    
  (  )

 
    

Условие ненулевого решения относительно   

следующее: 

         

откуда            
  

 
 
   

  
    

 

                                            

 

                         Рис.1.3 
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Пример 4. Найти критическую силу для колонны (стержня ОЕ на рис. 1.4), удерживаемой в 

вертикальном положении двумя наклонными тросами с продольной жесткостью ЕА. 

Решение.  При повороте стержня на малый угол   (рис. 1.4, б) усилие возникает только в 

растянутом тросе ВС. Это усилие можно найти, зная горизонтальное перемещение точки В 

(    на рис. 1.4, б): 

    
 

 
      

  

 
  

Проекция этого перемещения на новое 

направление троса BC равна его 

удлинению   . Считая, что       (рис. 

1.4, б) в силу малости угла   равен 

    , получим: 

 

  =         
  

 
      

после чего находим усилие N в тросе 

ВС: 

  
        

  
  

 

 

                                      Рис 1.4  

 

Составляя уравнение равновесия для колонны в наклонном положении (рис. 1.4, в) в форме 

∑  =0, получим: 

  
 

 
           

или  

(
         

  
  )      

 Условия ненулевого решения для  : 

         

  
      

 Из него находим  

   
         

  
 

 При           

 При          
   

  
. 

1.2 Расчет системы с двумя степенями свободы 

Пример 5. Определить значения критических сил и соответствующие им формы потери 

устойчивости для системы, изображенной на рис. 1.5, а. 

Решение. Перемещение любой точки стержня ОВ в возмущенном состоянии (рис. 1.5, б)  
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может быть выражено через два независимых параметра, в качестве которых приняты 

перемещения шарниров 1 и 2 (       )  

Усилия, возникающие в вертикальных стержнях, находят с помощью таблиц метода 

перемещений. Они равны реакциям шарнирных опор балок (рис. 1.5, в), у которых данные 

опоры смещаются на величины          относительно заделок. 

На рис. 1.5, г показаны все силы, действующие на стержень ОВ в возмущенном состоянии. 

Реакции в опорах О и В находят из условий равенства нулю моментов в шарнирах 1 и 2: 

    
   
  
      

   
  
  

                              

Рис.1.5 

Составляя уравнение равновесия для стержня ОВ  в форме ∑     и ∑    , получим: 
 

*
   

  
 
(     )  

 

  
(        )+    

   
  
      

 

 

 

(1.3) 
                            

   

  
   *

   

 
(     )  

 

  
(        )+        

 

 

 

Условие ненулевого решения системы (1.3) состоит в равенстве нулю определителя этой 

системы: 

||

   

  
 
(     )  

 

  
(        )                                                           

   
  
        

   
  
                                                               

   
 
(     )  

 

  
(        )

||                     (   ) 

 Раскрывая определитель, получаем квадратное уравнение относительно F. 

(        ) 
 

    
   *(

  (     )

  
 
  (    )

  
)+
 (        )

    
  

     

    
*
(    )(     )

    
  +               (1.5) 

 В частном случае, когда            и        , вместо (1.5) будем иметь 
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 Откуда  

   
 

 
 
  

  
     

  

 
 
   

  
  

Наименьшее значение корня является критической силой. Формы потери устойчивости, 

соответствующие каждой из сил    и   , найдем, последовательно подставляя их значения 

вместо F в любое из уравнений системы (1.3). Использовать оба уравнения не представляется 

возможным, так как они будут линейно зависимыми. 

Так, при подстановке в первое уравнение системы (1.3)      получим 
  

  
   , а при 

подстановке      имеем 
  

  
    

Соответствующие этим случаям формы потери устойчивости (кососимметричная и 

симметричная) приведены на рис. 1.5, д, е.  

1.3  Особенности расчета на устойчивость упругих стержней 

Применение статического метода к исследованию устойчивости упругих стрежней  (систем с 

бесконечным числом степеней свободы) предусматривает выполнение следующих операций: 

1. рассмотрение стержня в возмущенном состоянии, характеризующемся его отклонением от 

первоначальной формы равновесия; 

2. составление для возмущенного состояния дифференциального уравнения равновесия; 

3. нахождение его общего решения с точностью до постоянных интегрирования; 

4. составление граничных условий, представляющих собой систему линейных однородных 

алгебраических уравнений относительно постоянных интегрирования; 

5. запись условия ненулевого решения этой системы (уравнение устойчивости); 

6. решение уравнения устойчивости, наименьший корень которого соответствует 

критическому значению нагрузки. 

Для решения задач, содержащихся в настоящем пункте, можно воспользоваться 

дифференциальным уравнением равновесия для сжато – изогнутого стержня постоянной 

жесткости:  

                            (1.6) 

и его общим решением 

                                                         (1.7) 

где    
 

  
           постоянные интегрирования. 

Для записи общего решения можно применить метод начальных параметров, выразив все 

постоянные через             (соответственно прогиб, угол поворота, изгибающий момент и 

поперечная сила), отнесенные к недеформированному состоянию стержня: 

     
  

 
       

  

    
(        )  

  

    
(         )  ∑      

   

 
    (    )  

 
   

   

    
[       (    )]  

   

    
( (    )      (    )),  (1.8) 

где             – приращения функций угла поворота, изгибающего момента и поперечной 

силы на границах участков, n – число границ между участками,    – координата i – й границы. 
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Пример 6. Определить критическую силу для стержня, жестко защемленного на нижнем 

конце и шарнирно – опертого на верхний (рис. 1.6).  

Решение. Используем общее решение (1.7) в уравнении (1.6). 

Граничные условия: 

   ( )       ( )     ( )       ( )                             (1.9) 

Найдем первые две производные от v по z: 

                          ;                                   (1.10) 

 

        
           

                                               (1.11) 

 

Подстановка значений          в граничные условия (1.9) 

приводит к следующей системе уравнений: 

         

           

                     ;                                  (1.12) 

    
           

           

 Из первых двух уравнений системы (1.12) следует:  

        

        

           Подстановка этих значений    и    в последние два 

уравнения системы (1.12) дает: 

(         )   (         )      

                                                           (1.13) 

            Запишем условие ненулевого решения системы (1.13): 

|
(       )                       (         )  
                                                   

|            (1.14)                       

 

     

              Рис.1.6 

Раскрывая определитель (1.14), получим: 

                                                                   (1.15) 

 Полагая, что          (при          система (1.13) имеет нулевое решение), 

разделим обе части уравнения (1.15) на       , что дает 

                                                                (1.16)     

откуда путем подбора находим            или  

 √
 

  
      .                

Следовательно, 
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(    ) 
.  

Пример 7. Определить критическую силу для стержня с консолью (рис. 1.7) 

Решение. Используется метод начальных параметров. Начальные параметры   ,   . 

Уравнение изогнутой оси стержня записывается с применением формулы (1.8): 

     
   

 
          

  

    
[ (   )     (   )]                     (1.17) 

Неизвестными величинами в (1.17) являются   ,   ,     

Для определения   , учитывая, что      , составим уравнение равновесия в виде ∑   
   откуда получим  

          .                                               (1.18) 

Граничные условия на опорах сводятся к следующему: 

 ( )    или    
  

 
       ,  (   )                         (1.19) 

 или  

                               
  

 
    (   )  

  

    
(        )                              (1.20) 

           Рассматривая уравнения 1.18 – 1.20 запишем условие ее 

ненулевого решения относительно неизвестных   ,   ,     

||

                                                            

                           
     

 
                         

               
    (   )

 
            

        

    
 

||                                 (1.21) 

Раскрывая определитель и учитывая, что        (1.7), получим: 

                   (   )              .                            (1.22)      

        Из уравнения (1.22) можно найти критические силы для 

различных отношений a/l.  

        Так, при a/l=0,5 вместо (1.22) имеем  

                    (      )     (      )       .                  (1.23) 

       Решая (1.23) подбором, находим         , откуда  

   
        

  
 

 

     

          Рис.1.7  
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При a/l=0, а=0 (рис. 1.8, а) имеем: 

   
    

  
 

        при      ,     (рис. 1.8, б): 

   
    

(  ) 
  

 
 

               

                            Рис.1.8 
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